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Âî âñåõ çàäà÷àõ íóæíî ïðèâåñòè ïîëíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 1. Íà ïëîñêîñòè Oxy ââåëè íîâûå êîîðäèíàòû

{
u = y − 2x,

v = y + 2x.
Êàêóþ íàèìåíü-

øóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïëîùàäü ìîæåò èìåòü òðåóãîëüíèê, êîîðäèíàòû âåðøèí êîòî-
ðîãî â íîâîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè?

1/8

Çàäà÷à 2. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàíà ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
x′(t) = 2y(t)− x(t),
y′(t) = x(t),

t ∈ R.

à) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû.
á) Íàéäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = 1, y(0) = 0.
â) ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà x = 0, y = 0 óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ýòîé ñè-
ñòåìû?

x = Aet − 2Be−2t, y = Aet +Be−2t; A = 1/3, B = −1/3; íåò

Çàäà÷à 3. Âåêòîðû ~e1 è ~e2 èìåþò êîîðäèíàòû

~e1 =

1
2
6

 , ~e2 =

 0
−3
1

 .

à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ~e1 è ~e2 îðòîãîíàëüíû è íàéäèòå âåêòîð ~e3 åäèíè÷íîé äëèíû, òàêîé,
÷òî òðîéêà {~e1, ~e2, ~e3} ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â R3.
á) Íàéäèòå îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû ~e1 − ~e2, ~e1 + ~e2 è ~e3.

1√
410

(20 − 1 − 3); 2
√
410

Çàäà÷à 4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû a è b ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [−1, 1]. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îêðóæíîñòü (x−a)2+(y−b)2 = 1 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ïðÿìîé
x = y?

1.5−
√
2

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà uxx+uyy = 0 â êðóãå
x2 + y2 < 1 ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u(cosϕ, sinϕ) = sin 2ϕ, ϕ ∈ [0, 2π].

u(x, y) = 2xy
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Âî âñåõ çàäà÷àõ íóæíî ïðèâåñòè ïîëíîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 1. Íà ïëîñêîñòè Oxy ââåëè íîâûå êîîðäèíàòû

{
u = 2y + x,

v = 2y − x.
Êàêîé íàèìåíü-

øèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèìåòð ìîæåò èìåòü òðåóãîëüíèê, êîîðäèíàòû âåðøèí êîòî-
ðîãî â íîâîé ñèñòåìå ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè?

(
√
5 + 1)/2

Çàäà÷à 2. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàíà ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{
x′(t) = y(t),

y′(t) = 6x(t)− y(t),
t ∈ R.

à) Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû.
á) Íàéäèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(0) = 0,
y(0) = −1.
â) ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà x = 0, y = 0 óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ýòîé ñè-
ñòåìû?

x = Ae−3t +Be2t, y = −3Ae−3t + 2Be2t; A = 1/5, B = −1/5; íåò

Çàäà÷à 3. Âåêòîðû ~e1 è ~e2 èìåþò êîîðäèíàòû

~e1 =

−23
5

 , ~e2 =

 1
−1
1

 .

à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ~e1 è ~e2 îðòîãîíàëüíû è íàéäèòå âåêòîð ~e3 åäèíè÷íîé äëèíû, òàêîé,
÷òî òðîéêà {~e1, ~e2, ~e3} ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì â R3.
á) Íàéäèòå îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû ~e1 − ~e2, ~e1 + ~e2 è ~e3.

1√
114

(8 7 − 1); 2
√
114

Çàäà÷à 4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû a è b ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [−1, 1]. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îêðóæíîñòü (x− a)2 + (y − b)2 = 1 èìååò õîòÿ áû îäíó îáùóþ
òî÷êó ñ ïðÿìîé y = −x?
√
2− 0.5

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà uxx+uyy = 0 â êðóãå
x2 + y2 < 1 ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u(cosϕ, sinϕ) = cos 2ϕ, ϕ ∈ [0, 2π].

u(x, y) = x2 − y2


